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Kapitel 1. 


Gruppen von Punkttransformationen. 


a! 


Die allgemeine Methode. 


Wir bestimmen zuerst die Gruppen von Punkttransforma- 
tionen. Es genügt in unserem Falle die Bestimmung aller 
transitiven Gruppen, da die Zusammensetzung der allgemeinen 
projektiven Gruppe der Ebene keine invarianten Untergruppen 
enthält. Ferner genügt es uns, von allen ähnlichen Gruppen (I. 24) 
immer nur eine zu kennen. Die Gesamtheit aller ähnlichen 
Gruppen nennen wir einen Typus. 

Wir gehen aus von den endlichen Gleichungen einer G, 
von der gegebenen Zusammensetzung und bestimmen mit ihrer 
Hilfe zwei einfach transitive (I. 212), zueinander reziproke 
(1.380) G, von der gegebenen Zusammensetzung. Zwei G, von 
dieser Beschaffenheit sind die beiden Parametergruppen (III. 639). 
Dieselben bestimmen wir, A,f...A,f, und B,f....B,f seien 
ihre infinitesimalen Transformationen. Nun haben zwei einfach 
transitive, zueinander reziproke Gruppen die Eigenschaft, daß 
jede m-gliedrige Untergruppe der einen eine bei der anderen 
invariante Zerlegung des Raumes bestimmt (I. 387). 


Ouf= kYurDrf u=1-:-:m 


1 


seien die infinitesimalen Transformationen einer m-gliedrigen 

Untergruppe der zweiten Parametergruppe. Die zugehörigen 

partiellen Differentialgleichungen C,f= 0 bilden ein m-gliedriges 

vollständiges System. Ein solches in r Veränderlichen besitzt 

gerade r — m unabhängige Hauptlösungen (I. 88, 91) u, ...%—_m. 

Diese Hauptlösungen gleich Konstanten gesetzt, liefern die 
Ne 


Te 


invariante Zerlegung des R, der ersten Parametergruppe in 
oor-m M„. Die einzelnen M,„ werden von der ersten Parameter- 
gruppe untereinander vertauscht. Wie dies geschieht, gibt 
folgende G, an. Wir führen in die inf. Tf. der ersten Parameter- 
gruppe die r— m Hauptlösungen nebst m weiteren unabhängigen 
Funktionen als neue Veränderliche ein. Dabei mag jedes A,f 
übergehen in A;f. Lassen wir jetzt in den A;f die Ableitungen 
nach den m beliebig gewählten Funktionen weg, so erzeugen 
die verkürzten inf. Tf U,f eine mit der ersten Parametergruppe 
gleichzusammengesetzte Gruppe in r — m Veränderlichen; diese 
Gruppe gibt an, wie die M,„ untereinander vertauscht werden 
(1.307). Ist die Gruppe r-gliedrig, so gehört sie zu den von 
uns gesuchten. Dieser Fall tritt ein dann und nur dann, wenn 
die m-gliedrige Untergruppe der zweiten Parametergruppe weder 
selbst invariante Untergruppe ist, noch eine invariante Unter- 
gruppe der zweiten Parametergruppe enthält (I. 439, 440). All- 
gemein ist somit unsere Aufgabe gelöst, denn die Untergruppen 
können wir alle bestimmen (I. 208). 

Die Hauptlösungen des m-gliedrigen vollständigen Systemes 
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wird man im allgemeinen nur durch Integration finden können. 
Die praktische Ausführung der Aufgabe wurde daher wesentlich 
gefördert, als Schur (Neue Begründung der Theorie der end- 
lichen Transformationsgruppen) fand, daß die Kenntnis der 
Hauptlösungen nicht durchaus notwendig sei. Auf anderem 
Wege gelangte Engel zu denselben Ergebnissen, zugleich legte 
er den inneren Grund der von Schur gefundenen Tatsache klar 
(Leipziger Berichte 1891, 8.585). Wir folgen einem Beweise 
Lies (III. 798). 2 

Unser m-gliedriges vollständiges System gestattet die x inf. 
Tf. der ersten Parametergruppe (I. 387), es gestattet überhaupt 
alle inf. Tf. 


UO,f=Aft+ >apru uf k=l...r, 


1 


welche Funktionen die g;. auch sein mögen. Es ist ohne 
weiteres klar, daß die U,f die o0”=” M„ ebenso untereinander 
vertauschen wie die A,f. Nun lassen sich die g,„ immer so 
bestimmen, daß die U,f nur noch r — m Veränderliche trans- 
formieren, daß also die U,f nur noch Tf. in r — m Veränder- 
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lichen sind. Wie sich leicht zeigen läßt, bilden die U,f eine 
Gruppe von der gegebenen Zusammensetzung. Ist die erhaltene 
Gruppe außerdem noch r-gliedrig, so gehört sie zu den ge- 
suchten. Natürlich dürfen wir den Veränderlichen, die in den 
Ü,f keine Zuwüchse erhalten, irgendwelche Zahlenwerte all- 
gemeiner Lage erteilen. 


8 2. 


Vorbereitendes. 


Die beiden Parametergruppen bestimmt man in unserem 
Falle am besten, indem man ausgeht von den endlichen Glei- 
chungen der allgemeinen linearen und homogenen Gruppe, deren 
Parametergruppen bestimmt (IH. 639) "und erst daraus die ge- 
suchten ableitet. Man findet dann 


Mt Ft, ht H+ 0, Urıt ur — UF; 

Ypıt %PtYP, HNhtrRtYl, NYrıt yr— Ur, 
WM t+3MmMtPp, AutaRt 

und 

mt YhtAr, Mt Rt Ar, APst+t YY9a 2 Uf, 

MM tTYhHhtZr, BMI hrBt Ar, MmPt+t %L— UF, 
pP tYhtrı, Pat YQt Ya: 

Für Uf ist zu setzen 


Pt GP tt Pt 9 Yet Ylz+t Aıfıt ZT, 


die Tf. entsprechen von links nach rechts gelesen den folgenden 
inf. Tf. der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene: 


xp, xq, —x(ap-+yg), yP, yg, —Y(zp-+yg), P, Q- 


Die Untergruppen der zweiten Parametergruppe können 
wir direkt aus der von Lie aufgestellten Tabelle der Unter- 
gruppen der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene ablesen 
(III. 106, 107; Lie-Scheffers, Kontinuierliche Gruppen 288). 
In beiden Tabellen sind die Untergruppen nach Typen geordnet, 
zu einem Typus sind alle die gerechnet, die innerhalb der all- 
gemeinen projektiven Gruppe der Ebene miteinander gleich- 
berechtigt sind. 

Der Bestimmung der Typen von @, steht nun nichts mehr 
im Wege, wir wollen nur, um überflüssige Rechnungen zu ver- 
meiden, noch untersuchen, wann zwei m-gliedrige Untergruppen 
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denselben Typus von @, liefern. Zwei m-gliedrige Untergruppen 
verschiedener Typen liefern dann und nur dann ähnliche transi- 
tive G,, wenn sich die allgemeine projektive Gruppe der Ebene 
so holo&drisch isomorph auf sich beziehen läßt, daß sich die 
beiden Untergruppen entsprechen. Dies ist bei der allgemeinen 
projektiven Gruppe der Ebene nur möglich, wenn die beiden 
Untergruppen dualistisch sind. Da außerdem, wie schon bemerkt, 
die allgemeine projektive Gruppe der Ebene keine invarianten 
Untergruppen besitzt, so muß nach Weglassung der dualistischen 
Typen jeder Typus von Untergruppen einen besonderen Typus 
von @, liefern. 
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Wir beginnen mit den Untergruppen von der größten 
Gliederzahl. Diese lassen einen Punkt oder eine Gerade in- 
variant, und zwar sind sie durch dieses Gebilde vollständig be- 
stimmt. In diesem Falle können wir sofort die gesuchte G, 
hinschreiben, sie muß nämlich angeben, wie die bei der Unter- 
gruppe invariante Figur von der Gruppe selbst vertauscht wird 
(1.483). Es ist also klar, daß die allgemeine projektive Gruppe 
selbst unserem Typus angehört. Wir wollen jedoch auch ana- 
lytisch dasselbe zu erhalten versuchen. 


XP, %9, YP, Y9, P, 4 


ist unsere Untergruppe. Wir wählen die sechs entsprechenden 
inf. Tf£. der zweiten Parametergruppe aus, setzen die rechten 
Seiten = O0 und lösen die sechs unabhängigen Gleichungen nach 
sechs der Ableitungen auf, es wird dann p =9, =, =% =, =1,—0. 
Diese Werte für die Ableitungen setzen wir in die inf. Tf. der 
ersten Parametergruppe ein, dann finden wir eine Gruppe in 
nur zwei Veränderlichen. Dieselbe lautet, wenn wir den Index 3 
an den Veränderlichen weglassen 


(T) xp, xq, — x(ep + yq), yp, 99, — y(ap + yq), P, 4. 


84. 
1. Fall. 


pP; %q, Yy4; P, g- 
Obige Untergruppe ist durch ein Linienelement der Ebene 
definiert, daraus folgt, daß unserem Typus die einmal erweiterte 
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allgemeine projektive Gruppe der Ebene angehört. In der Tat 
werden wir auch analytisch zu diesem Ergebnis gelangen. Das 
jetzt aufzulösende Gleichungssystem lautet 
wm ty tan) mRtNH tar =), 
m +%p tan 0 Dt tn=)), 
m + Ya trn—0. 

Vorhin, wo alle Ableitungen den Wert O erhielten, waren 
die Parameterwerte der Veränderlichen ganz gleichgültig, jetzt 
ist dies nicht der Fall. Wir dürfen die Zahlenwerte ganz be- 
liebig wählen, nur dürfen die Gleichungen nicht etwa abhängig 
voneinander werden. Wir setzen 

y-la=3=-0/ m =-ay=-b, 
dann wird 
= - m n= UN - BR R=n-). 

Diese Werte für die Ableitungen und die Parameter: setzen 
wir in die inf. Tf. der ersten Parametergruppe ein. Für 2,9%, 
schreiben wir xy’, dann erhalten wir in der Tat die einmal 
erweiterte allgemeine projektive Gruppe der Ebene. 


[ep+2'p', 2gq—- a" p', —a(ap +yg)+a'(@'y—a)p,yp+P', 


11.1 
( ya en ang) Day —En.,D,.g. 


2. Fall. 


ıp = Yg, *%49, YP, P, 4: 

Die Untergruppen dieses Typus sind dadurch definiert, daß 
sie einen Punkt oder eine Gerade und das Flächenelement der 
Ebene invariant lassen. Daraus ergibt sich sofort ein einfacher 
Vertreter dieses Typus von G,, den wir übrigens auch ana- 
lytisch erhalten können. 


II. 2) Io +7,29, -—x(ep+ygq+3r), yp, 
’ ya+tr, — y(ap+yq+B3r), pP, q.- 
85. 
1. Fall. 


xp, 29, 99, 4: 
Ein Punktepaar oder ein Geradenpaar sind die definierenden 
Figuren dieses Typus von Untergruppen, dementsprechend gehört 
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zu unserem Typus von @, die allgemeine projektive Gruppe der 
Ebene in zwei Reihen von Veränderlichen. 
rt, ht, Harp ty) m F% 2); 
(IV. D!yn, + Ya Yıdı + Yy 9, —Y Hp FH) u (am 0) 
9% tm, ut %- 
2. Fall. 
axp + cyg, 29, 2, 4. 


Beim Auflösen der Gleichungen kommt es nur auf das 
Verhältnis a:c an, wir setzen daher a:c=—b. Dieser Para- 
meter ist wesentlich, nur für —b und 1+D5 sind die Unter- 
gruppen zueinander dualistisch. Die Untergruppen ordnen sich 
also zu Paaren, nur für b=— + wird die Untergruppe mit sich 
selbst dualistisch. 5b darf also alle Werte annehmen, nur nicht 
— 00 darf es gesetzt werden. Nachdem wr =1, =, =3,—=0 
gesetzt haben, lösen wir unser Gleichungssystem auf und finden 


N=-%9 4 Bd ty), = Pt Yı9%), 
n—b (; e TH 2) (2Pı + Yıı)- 
Diese Werte führen wir in die inf. Tf. der ersten Parameter- 
gruppe ein und setzen dann =, y=Yy 2 =1,:Yy 2=1lgy.. 
ap+«p'+br, 2a — a”p' +1 —b)e'r, 
— (ap + ya) + x!(a'y— a)p'— [2b +1)e+r'yl—b)]r, 
yp+p), ya—ap+r, 
—yap+yg)+ @y—-nP'—-yb+2)r 2, 4. | 
Der Fallb= oo(c=0) erledigt sich in ganz entsprechender 


Weise. Die Gruppe geht aus (IV.2) hervor, wenn man bz 
als neues 2 einführt und dann 5b unendlich werden läßt. 


sp+xp+r, xq — «'”’p' — er, 
(IV. 2)\- (ap + yg) + aa y— ap + ye'— 2a)r, 
yp+p',yg—x'p', —-y(ap-+yg)+(&'y— x)p' —yr, pP, q. 


(IV.2) 


8. Fall, 


°P, 29, YP, Y4. 
Die definierende Figur dieses Typus von Untergruppen ist 
ein Punkt nebst einer Geraden, beide dürfen aber nicht ver- 
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einigt liegen. Unserem Typus von @, gehört also eine an, die 
angibt, wie die Punkte und die Geraden der Ebene untereinander 
vertauscht werden. 


Mm — RP, hu —YPı, am tut Ps, YıPı —%2 9a 
(IV. 3) Ydı=, %%, — Yı (2 Pı +Yy4)+ % M— %9(%5 P; + 195), 
91 = Ya (23.P; 70) 


86. 
1. Fall. 


Unter den Typen von dreigliedrigen Untergruppen ist der 
der interessanteste, der einen nicht ausgearteten Kegelschnitt in- 
variant läßt. Von einer Untergruppe ausgehend, gelangt man 
ohne Integration wohl kaum zu einem einfachen Vertreter dieses 
Typus von G,. Wir benutzen daher die invariante Figur und 
leiten daraus einen projektiven Vertreter ab. Wir gehen 
aus von dem allgemeinen Kegelschnitt 


MR + 20 0Yy + Ay" + 200 + 2agyHl=0 


und führen ihn vermöge der allgemeinsten Tf. der allgemeinen 
projektiven Gruppe der Ebene in einen anderen über. Daraus 
ergeben sich Beziehungen zwischen den Koeffizienten des alten 
und des neuen Kegelschnittes. Dies sind die endlichen Gleichungen 
unserer G,, aus diesen leitet man ohne Schwierigkeiten die 
inf. Tf. der Gruppe ab, diese lauten, wenn man setzt 


I = IApa Id AT Ag my 


[ 2p +22, +%P, %Q 4 %Pa + 2% 9, 

— 2x(ap + yq + &Pı + % Pe + % Ps) FDP + 29; 
yp-+ 22%Pı + XP, YL Ft XP, r 2 2325, 

— 2y(xp +yq + %Pı + % Pa + %P3) + %P + 259, 
p-+22P, +YP, 1 +29 + 2YPs 


(V.1) 


Im folgenden werden wir einen anderen allerdings nicht 
mehr projektiven Vertreter dieses Typus benutzen, er wird er- 
halten durch die Tf. | 


= y=-yuhen - em —ay Ben —y. 
2 


WO 
IP + 2uPı + LP, Lg + UP + 25, 
(EP + - EH)g — 4rrıPpı — (Ye + BEL2)P, — 2 (Ye + Ele) Pr 
Hp +2%P, + Le, YA+ LP + 2t3P5, 
GH) + -H)ga— 2 +9E)Pı — (Ei + 398) P, 
— 4Yt3P3, P, q. 


Von den ausgearteten Kegelschnitten liefert jede der beiden 
G, nur die Geradenpaare und die doppeltzählenden Geraden, die 
Punktepaare und Linienelemente fehlen. Wir stellen daher mit 
Hilfe einer von Lie herrührenden, von Kratzi (Diss. Greifs- 
wald 1904, 8.31) schon benutzten Methode einen weiteren Ver- 
treter auf. Die Schar der 0° Kegelschnitte ist definiert durch 
das simultane System 


1 Hr Be da de!" dar AL (9 gg x'""®) 
Ga De o vd’ = gg? E 


Dasselbe ist äquivalent der partiellen Differentialgleichung 
Af- q a8 x'» aB x" p' 9 x" p" + z""'p" + vp"—=0. 


Obiges simultane System bleibt invariant bei der viermal er- 
weiterten allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene. Läßt aber 
eine Gruppe ein simultanes System invariant, so gilt dasselbe 
für die Kurvenschar, die durch die allgemeinste Lösung des 
Systemes dargestellt wird. Wir gehen nun aus von der viermal 
erweiterten allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene. Die 
Ableitung soll durch einen unten angehängten Index angedeutet 
werden. 


2PTMPı t BP tr XP: tr %uPı 
ug — %’Pı — 32850: — (30° + 49,%5)Pz — 5(20,05 + %%)Pa, 
— (ep + yg) + © (yX, — @)P, + 342,09; 
+ WB? + 420,0) + 32% + %%)P; 
+ Oy(2 2323 + 2,%,) + 28%°+ 42,2%, + 22) Pu 
YP + Pı, YI — %uPı — 2 %2Pe — 9%P; — 404D4, 
— y(ap + yg) + (&y —a)pı + 39mm + (ya; + 3m) P- 
+ (Tya, + 82;)Ppu P, 4 
Ferner +99 + %Pı +29; + 249; + PP4 


An Stelle von x, und x, führen wir neue Veränderliche ein, 
doch lassen wir die Striche nach der Einführung in die inf. Tf. 
sofort wieder weg. 


I__ %s ! % 4,” 
oe ee 
3% 9%, 


3X, 
PT LP + %gPr, I — UP — 3%0P5 — (ü + %1%5) Ps 
— 292%, + %%) 94, 
— (ap + ygq) +2, (y — x)pı + 3Yy0% 93 + (ya, + 2,8%) 
FÜ FER)P + 2 (YA + 2%) + % +0) Pi 
YP + Pı, Yl — Pr — 2%, Pa — 9; — 2%,P4, 


— ylap+ygQ)+(&y—R)pı+3y%9+(1+2y2,)pz,+4yx,P,,2, q 
un 


d 
ITUPH+ m + 3Lz0gr: + (a, 4%) P5 + 47,2,24 


Die letzte der Tf. denken wir uns als Gleichung, lösen 
dieselbe nach qg auf und setzen den für g erhaltenen Wert in 
die acht vorangehenden Tf. ein. Dem Parameter y dürfen wir 
‚jeden endlichen Zahlenwert erteilen, denn die Auflösung ist 
immer möglich, also setzen wir noch y= (0, außerdem 


GoPo T UPı + %uDp 
— 2% Do — (&ı° + BoRı)Pı — @st Ro + % (&ı + %o%)) P> 
— 2 (0 (0, +20) + 9 (@, + 29%) P; 
v1) — 3(2, + 2R2) %4Di, 
— % (Po + 4 Pı) + (a + %o22)Pa +2 (+ 23) Ps; 
Pi, — %ıPı — %yPg — 2450; — 2%,P4, — %oPı + Par Por 
1 am + MPı + @ + °P, + 42309; +3 04P)). 
Wenn wir darauf verzichten, daß die Gruppe holoedrisch 
isomorph "bezogen sein soll auf die allgemeine projektive Gruppe 
der Ebene, so lassen sich verschiedene der Tf. etwas einfacher 
‚schreiben. Wie steht es nun mit den ausgearteten Kegel- 
schnitten? Man sieht sofort, daß x,=0 eine invariante M, 
und ,=0 z2,=0 eine invariante M, der Gruppe darstellt. 
Die Punkte der M, repräsentieren ganz sicher die Linien- 
elemente der Ebene, die Punkte der M, können aber Punkt- 
oder Geradenpaare sein, natürlich unter Zugrundelesung der 
obigen Reihenfolge der Tf. Um dies näher zu untersuchen, 
92# 


Rn DO 


bilden wir die verkürzten inf. Tf., indem wir x, = 0 setzen und 
die Ableitung nach x, weglassen. z,=0 ist die einzige in- 
variante Mannigfaltigkeit der verkürzten Gruppe, also ist jeder 
Punkt von allgemeiner Lage, für den x, =c=-0. Wir suchen 
nun die Untergruppe des Punktes „=, =%=0 %=c. Die- 
selbe ist, wenn wir abkürzend die inf. Tf. der verkürzten Gruppe 
in der aus der angeführten Gruppe folgenden Reihenfolge mit 
X,f... X,f bezeichnen 
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Die entsprechende Untergruppe der allgemeinen projektiven 
Gruppe der Ebene ist zp, xq, -—a(zp +yg), —cylep+yQ)-+4. 
Dieselbe läßt ein Punktepaar, nämlich &=0 y=+1:Ye in- 
varıant. Damit sind wir sicher, daß unsere M, das Bild der 
Punktepaare ist. Wir werden sogleich eine Form der Gruppe 
bringen, wo die M, alle Geradenpaare darstellt. Auch diese 
Darstellung hat einen Mangel, die zweite M, liegt im Unend- 
lichen, und da läßt sich nichts über sie aussagen. Diesem 
Mangel kann man abhelfen, indem man die allgemeine projek- 
tive Gruppe der Ebene umformt. Man faßt die allgemeine 
proj. Gruppe der Ebene als @, von B.-Tf. auf, führt sie durch eine 
von Engel (Leipz. Ber. 1892 S. 292) aufgestellte imaginäre 
B.-Tf. über in eine reelle irreduzible Gruppe von B.-Tf. Führt 
man diese B.-Tf. auch auf Af aus, und verfährt man jetzt in 
ganz entsprechender Weise wie vorhin, so erhält man, weil die 
allgemeine projektive Gruppe der Ebene in der letzten Form 
zweimal erweitert die Gl. y„'=-+i invariant läßt, tatsächlich 
einen Vertreter für V.1, der beide M, wiedergibt. Beide 
schneiden sich im Unendlichen in der M,. 

Die von uns wirklich aufgestellten Vertreter dieses Typus 
von G, müssen sich natürlich ineinander überführen lassen. 
Die beiden Gruppen sind asystatisch (I. 502). Solch& Gruppen 
aber lassen sich, wenn sie ähnlich sind, ineinander überführen 
vermöge einer Tf., die man ohne Integration finden kann (I. 516). 
Diese wollen wir noch angeben. Den zweiten Vertreter unseres 
Typus schreiben wir in etwas anderer Form, wir führen folgende 
acht inf. Tf. ein: 


Kf-Xf+KKf-—Kf Kf-kf Kf-—Kf 
Kf=Xf K=XKf Kf=Xf Kf=Xf. 
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Auch in dieser Form ist die Gruppe holoedrisch isomorph mit 
der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene, jetzt aber ent- 
sprechen die Punkte der M, den Geradenpaaren. Jetzt gelingt 
es uns nach der Lieschen Methode (I. 515) obigen Vertreter 
in den in deutschen Veränderlichen geschriebenen (S. 10) über- 
zuführen. Die Tf. lautet 


% LT, (& - x,” 
=%T —9 =%, — en TE =, — anna‘ DI TE a A ET 
I=%+ %, y-% a,’ & u) er & 2° 
oder 


Ale En ON L 


2. Fall. 
pP — Yd, %4, YP; 
Y=V(, =], sel 
5 Pi, n=—- 23m tRMmtYl, Nr=— UP- 


Diese Werte sind in die erste Parametergruppe einzusetzen, 
zugleich ist folgende Tf. auszuführen: 


1 &. 
WIR IIER LET Fo ehe Be 
ar YET BTmaE = 1g (2,9). 


Die Striche an den Veränderlichen lassen wir sofort weg. 
mp tr Uh—-YR, mar ty) tR—2ar, 

(V.2) IM —%%, Ha yaotr -YlaPpıt Yıq) +9%-2yır, 
Map trR)tr HP + 9%) + Yar: 


3. Fall. 


(e-a)ap + cyg, ©9, 9- 

Der Parameter b=c:(c— a) ist wesentlich, nur zwei Unter- 
gruppen mit den Parametern b und 1:b sind innerhalb der 
allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene miteinander gleich- 
berechtigt. O und oo entsprechen sich also. Wenn wir b=& 
ausschließen, so sind wir trotzdem sicher, alle oo! Typen von G, 
zu erhalten. Der Gang der Rechnung ist wieder der alte. 


„=1l ==, 


Pr  ) LU Y—-YıR® 
= - (m ty +0), =, Par n.. 


1 
Yı —"Ys Pr: 


Le RER 
Auf die aus der ersten Parametergruppe durch obige Sub- 
stitutionen erhaltene Gruppe führen wir folgende Tf. aus: 
y-n, Yzy But, Way, eg (y —Y). 
Die Striche an den Veränderlichen lassen wir weg. 
Pt MP tr, % AT 809, 
— (m +Yyı 9) (Pr +%)— Ida) ++ 2a] r, 
(V. 8) YPı TYP, Yı Fr hRtP, 
ya ty) % + %E)-Ly—-r)tYFt2Ylr, 
PıTt Po, hr %- 
4. Fall. 
xp, Y9; Q- 

Die Untergruppen dieses Typus sind dadurch charakterisiert, 
daß sie einen Punkt und ein Linienelement invariant lassen; 
dementsprechend lautet unser Vertreter 

UP + WPet+ Re Pr, Lt — Me ’Pe), 
(amt Yı 9%) — Br (Pe + Yoge) +2 (% Ya —M)Pp) 
(VA) Ymtymrt+tP), dt Yl— du Dr, 
I- Yı(@Pı + Yıı) — YolaP2 + YaQ}) + (Ya — Me) Pa) 
Pıt Pa, + %- 


5. Fall. 
x9, P, 9; 
y-h=n—(, 
% x 
IE zen 7,28 n=- (Mt), %= (v5: up 23) Ps: 
Der von uns hingeschriebene Vertreter dieses Typus von G, 


geht aus dem, der aus der ersten Parametergruppe direkt er- 
halten wird, hervor durch die Tf. 


ı=%, y-y, "=: Alm, 3=lgy: 
ap+tzp+n,2a ep nr), 

-z(ap+yg)+a@y— ap +ya— 2) -@ytzrs, 
yp+P,yo—Ep-+r, 

—y(ap+yq) + @'y—z)p — yr, — 2yr3, 9, Q: 


(V.5) 


6. Fall. 
“pP +2y9,P +29, 9; 
„-l 1=23=V(, 
= (UP + 209-4 2%), 
Nn=- UM Gt ya — %)9 + 2% (Ps + %%), 
1, — 23Pa — Y3Q>- 
Es sind sofort folgende neue Veränderliche eingeführt worden: 
—=4l, Y=Ys, y=4, % = 8: Y, Rn 1:9. 
PH 3% Pı + % Pa, 2I— % PD —4g 9 + (28%, — ©, )er, 
—2(ap+ ya) +2, (a y-a)pı + (a y 2) 
+ 2% (0 — 2% )]22'+ (2 +8 y— 2ya, — a)ar, 
ywp+Dm+Pm, ya-uPp mp —ar, 
— ylap+ya) + y— aD + la y—-x +2 — 2 )]P, 
+@—2y)er, p, 9. 
Später werden wir sehen, daß diesem Typus die dreimal er- 
weiterte allgemeine projektive Gruppe der Ebene angehört. 


(V. 6) 


7. Fall. 
29,2 +9 9 
yehrma—), 
Sören yD 1,70 7 I Pr dt, a (% = u 23) Pa: 
Wir haben sofort folgende Tf. ausgeführt: 
=, Yayı, Ten, Ama, 3=N- 
zp+ xp +r,a229q—-a”p — ar, + gr, 
— (ep +yg) + 2 (a y—- ap + ya — 22 — 8%) Tr, 
(V.7) — (ya %) &rz, 
yp+p,ygq— xp + 2r, 
— y(ap+y)+ @y—-a)pP + Yy+3)rı — 2y22r3, 9 4. 
Sal: 
1. Fall. 
axp + Cyq, 9. 
In den Tabellen wird der Fall c=0 besonders angeführt, 


diese Unterscheidung ist aber bei uns nicht nötig. Wir setzen 
wieder b=— c:a (a0), 


10 We FILE 
a A) | 
n=—- Pr YaF dp + Ya), = — Pe — Ya: 


Diesmal haben wir in die aus der ersten Parametergruppe er- 
haltene G, sofort folgende neue Veränderliche eingeführt: 


nn u u ee 


u=2, Hey bs, my, I M:iY, ;=1gY- 
Wir denken uns aber sofort die deutschen Veränderlichen wieder 
durch die entsprechenden lateinischen ersetzt, dann wird 
m ++ %P, Hut RB— up tr, 
(GP + Yı9%) — %llePe + Yo) te (Be Ya — &e) Pr" 
- u + +65 = %,))r, 
(VL 1) YPı + YP +2, Yı Top — Mh tr, 
—Yy(&Pı + Yı9ı) — Ya (@sPg + YaQa) + (X Ya — Lg) Ps 
— (29 + b (Y, 7 %)) r, 
Pt Po, ht %- 
Die G, für den Fall b= oo (a=0) geht aus (VI 1) hervor, 
wenn man 5bz als neues z einführt und dann 5b unendlich 
werden läßt. 
m + %m+ A HH tr — Ya Dar 
- 4 HM + NY) - + Y%%) tu u u 2) 
4 (2; gr x) r, 
YPı + YPt+ Pr, Ytıt Yy%b — Pr), 


ya + Yıdı) - % (220; + Y9) + (2, % eo Lg) Py | 
ln — Y)n Pıt Po, UF %- 


(VL) 


2. Fall. 
yg+P,9; 
== 0, 
= 7b — YhıT—%P  Yß, 92T — %Pe — Yle- 


Um zu der folgenden G@, zu gelangen, hat man in die aus 
der ersten Parametergruppe hervorgehende G, neue Veränder- 
liche einzuführen, nämlich 


— 1 . RR L} — — 
=, Y-y, = :Y, ig = NY; Ay, am lg: 


zp+2,' pP, + %p 29; 2 —a Pr —%g Do +%ı Aıfıt %e te, 
—2(0p + yg) + 2% (a y—E)pı + a (d y— X) P 
— (a y+r)an-— (gytae+n2)r, 
(VI. 2) I ! ! ! ! ! 
ypPp+tPm +2, ya - UM Ps +ZArı Ft 7, 
—ylap+ya)+ a y— 2 + (a y— x) — 2yaır, 
Br (2y a 2) rg, P, 4. 


3. Fall. 
zp + 2yg,p-+2g, 
y=1l 4=0, 


A 1=- mm 2% + Y%Rt Ar), 
= (Y — %)Pı + 24 (RP + ya t Are) — HM — %- 
Später wird sich herausstellen, daß die viermal erweiterte 
allgemeine projektive Gruppe der Ebene diesem Typus von G, 
angehört. Der von uns aufgestellte Vertreter geht nicht direkt 
aus der ersten Parametergruppe hervor, sondern man hat erst 
folgende Tf. auszuführen: 
y=l:2, Y-yı'a, =, pay un, 2—=1:%. 
Pt %Pr + 2 Pr, Hıt m — mp + 20, 2r, 
— (mt Yı 9) (RP t Ya) + m (ya — 2%) Pr 
2% + 4) - By tat m)er, 
(VL 3) YıDı + Ya + Pr, ıdı $ 9% — We P} + Zar, 
— Yı (GP + Yıı) — I (Pet %R) + (Be Ya — %,) Pr 
2 PP +4) - But yı)zr, 
Pıt Ps, Ft %- | 


ee 
md, Yızyı azı:y %—Yı:'?n 
1=lg3, Hy), amlga- 
Mm + MP tr, UGılı Tr Ir 
— 2, + NN) Rrt%p%)—-Iurıt (&—)r2 
(VI. 4) mt YPı, Yh hat N 
— y(Hmr + NH) rlLpt+ up) Ihr + N) 
Mt, at %- 


En 


5. Fall. 
24 +P 9; 
1=h- 0, 
n=—- Mt %yht amt NR) = — (Pt 99). | 
Nachdem wir obige Werte in die erste Parametergruppe 
substituiert haben, führen wir folgende Tf. aus: 
ee, Ya v=%, Yy-Yı, a"=2%, yY'=2y, 


und erhalten sofort die allgemeine projektive Gruppe homogen 
erweitert bis zur zweiten Ordnung. 


KIERAN 


xp +cp+x p $ xq +24 + eg 
— (ep + yg) — 288 pP — (aytay)d — 20’ + ze)" — 
CR (2x0 y au xy" + ya") Hi 
’ 
(VLö)S vpryo+y'p, yat+yd+ty'd', 
-ylap+y)—- @ytyao)p — 2yyg — 
— (2a y'+2y" + ya") p' — 2(y2+yy')g", 
pP, 4. 
6. Fall. 
xp, Y9- 

Die zweigliedrigen Untergruppen dieses Typus lassen ein 
Dreieck invariant, und zwar sind sie durch diese Figur definiert. 
Die allgemeine projektive Gruppe der Ebene in drei Reihen 
von Veränderlichen gehört also unserem Typus von G, an. 

Pt BP; LP, ht Mt %3gsr 
(GP Ft 99) — (Pr + Y%R%) — RP; + Y395); 
(VI 6) mt hp tYPı, ht %lt Yo 
 Y(aPı + Yı%) — rl Pr t Yo) — Ys(&sP3 + Ya), 
tt, ır%t Gb: 


S 8. 
1. Fall. 


axcp + cyq. 


Der Parameter b=c:a ist wesentlich, nur Untergruppen 
mit den Parametern 5, 1:5, 1—b, 1:(1—b), (b—1):b, b:(b—1) 


LION BR 


sind innerhalb der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene 
miteinander gleichberechtigt. Der Fall b= oo darf also weg- 
gelassen werden, und doch sind wir sicher, daß wir alle oo! Typen 
erhalten werden. Wir lassen hier auch die Werte O und 1 für b zu. 


Ä=1l, n=-amtya+b&Pp+ 9% + ur) 
=, Y=Yı, %=lgi2y, Ya —Ya:dy, Ri, Yy—y, 28m, 
Nach Einführung der neuen Veränderlichen lassen wir 
sofort die Striche an diesen wieder weg, dann erhalten wir 
folgende G@;: 
%Pı + %P2 + %Pz, Hr %gG T %3Q5, 
(HP + Na) Pet 9%) — %(%P3 + 9595) 
| +0; - MH) Ra —-R)r, 
(VI. 1) YPıt YPa + YsPz, Yıt %y%Tt Yz95; 


—y(&P9 + YıYı) — YaltaPg + Yoa9a) — Ya(&3P3 + Y395) 
+ (b(y — Y)+%—Y)r, 
P+MtPf, hHtat%- 


2. Fall, 


p+y9, 
4) n=- Bm +YyhHtmpt ut 2er) 
m + Dt %Pp, ht Ra mp + mar, 
— 2 (9, + Yıı) — a (MmPs + Ya) + % (di Ya — 3) Pa 
(Gy + Bar ct a U)t 
(VI. 2) Yıdıt YPs + Po, Ylt RB Pi + Ar, 

-Yyam + NH) riet y%) + a — %) Pr 

 yarn- (at %— Yı)t 
mntmatrß%- 

Die obige @, ist aus der, die wir aus der ersten Parameter- 
gruppe abgeleitet haben, hervorgegangen durch Einführung 
folgender neuer Veränderlichen: 

H=%4:29, =? bl, Ir Y, a =: Yo = Yo 182%. 


Die deutschen Buchstaben sind aber sofort wieder durch die 
alten lateinischen ersetzt worden. 


a Tg a 


3. Fall. 


PT+2%g9, 
1 n=- Art rHt art YR): 
Um I, UN Yar 2=4, y=Yy» «"=2 (X — 2%), 
y=2(Y,-—- 24), 2=2%. 
x» "B x'p' + iD xq ab x’ + x"gq 
— a(ap + yg) — 20 pP — (way + ya)d — 2(@? + we) p" 
— (2r'y + ay' + ya')q'+a"r, 
(VIL.B)S pryp+yp,yaryety'd', 
— y(ap + yq) — (ey + ya)p' — 2yyg 
E (xy ae xy" an ya)p" IR 2(y” + yy')gq" 4 y'r 
P, 9: 
Wie sich später herausstellen wird, gehört zu diesem Typus 


von G, die fünfmal erweiterte allgemeine projektive Gruppe 
der Ebene 


n 
, 


4. Fall. 


9; 
30, n=— (9 + 95). 
Nach Ausführung der TE. 


%, Yzyı, HR, Yı ya, =, HU: 2—=1gA 
nimmt die aus der Parametergruppe erhaltene G@, folgende 
Form an: ' 

Pt Pı + Dt, A + a + hr 
— 2 (9 + 9) - 2% 9 —- Ya + sy) 
(9 + %%)+ (U u)r, 
(VI. 4) YPrıt YıPDı + Y%Po, At Yı'ı + 9%, 
-y, am + ya) - Ay +) — 2 
Gt HR) N )r, 
PtP, ur %- 
Endlich liefert noch die identische Tf. einen letzten Typus 


von transitiven G,, als dessen Vertreter wir die erste Parameter- 
gruppe selbst ansehen können. 


ERROTE 


Mt RPt RP, YHtREt GG, arten mÜUf, 
YıPıt YaPat YsPz, Ydıt ut Yaz, Yırıt Yrz—YÜT, 
(VI) ja t+2%2mtr, Aut32% +9; 
wo U[=-1mn +tRR+GPpr ty tRRt+ rt 
tan rs: 


Se 


Erweitern wir die allgemeine projektive Gruppe der Ebene 
nach der bekannten Methode (I. 523), so erhalten wir Gruppen, 
die dieselbe Zusammensetzung haben, und die dazu achtgliedrig 
sind. Erweitern wir nur bis zur sechsten Ordnung, so erhalten 
wir auch transitive Gruppen. Wir wollen nun untersuchen, zu 
welchen Typen von G, die einzelnen erweiterten Gruppen ge- 
hören. Denken wir uns x als Funktion von y, so erhalten wir 
nach n-maliger Erweiterung 


n n 
cp + dp, x%-— cd k Sr —ti+]) )p®) (), 
1 i 


1 


— 2(ap + ya) + yDie® 1a <a) +5 Sapote— 2) 
a) i 


a! n 
120 SIg@—0p@(k — 2y{k — 1 
a6 RS Pr 2)"; .); 


yp+p, yq— >ira9p%, 
a8 
n—1l 


— y(ap + ya) + y >25 — 1)a9p9 + Dia@pe +9 — ap, p, 4. 
1 2 


Wenn man für x x” setzt, so kann man die erste, dritte und 
sechste Tf. etwas kürzer schreiben. Wie man sich leicht über- 
zeugen kann, lassen obige Tf. tatsächlich das System der Pfaff- 
schen Gleichungen invariant. 


de—-ady=0, dat ®d—®dy=0, k=2...n. 


Die Gruppen für n=1...6 geben an, wie die allgemeine 
projektive Gruppe der Elene die Linienelemente bis zur sechsten 
Ordnung untereinander vertauscht, sie werden also den Typen 
von G, angehören, die definiert sind durch eine Untergruppe, 


BT 


die durch ein Linienelement der Ebene von der betreffenden 
Ordnung charakterisiert ist. Wir bestimmen daher einfach die 
Typen von Untergruppen, die obigen Bedingungen genügen. 
Die Durchführung der entsprechenden Rechnung ist so einfach, 
daß wir uns damit begnügen können, die Ergebnisse anzuführen. 
Die verschiedenen erweiterten Gruppen gehören folgenden Typen 
an: (II.1), (IV.2) (a=1,c=2), (V.6), (VL 3), (VIL.3) und (VII). 

Zuweilen erweitert man die Gruppen, indem man alle Ver- 
änderliche auffaßt als Funktionen einer neuen Veränderlichen, 
die selbst von der Gruppe nicht transformiert wird. Man nennt 
dies homogen erweitern und spricht dann auch von homogenen 
Linienelementen n. Ordnung. Erweitern wir nun die allgemeine 
projektive Gruppe der Ebene in dieser Weise, so erhalten wir 
bei Erweiterungen bis zur dritten Ordnung wieder transitive G,, 
die zu unseren Typen gehören. Durch Untersuchung der Unter- 
gruppen findet man auf ganz analoge Weise wie vorhin, daß 
die Typen (IV.2) (d=0), (VI.5) und (VII) durch unsere er- 


weiterten Gruppen repräsentiert werden können. 


Kapitel II. 


Gruppen von Berührungstransformationen. 


Sul; 
Allgemeine Methode. 


Bei der Bestimmung aller G, von Berührungstransformationen 
können wir uns von vornherein beschränken auf hom. B.-T., 
denn die unendliche Gruppe aller B.-T. in 2» + 1 Veränderlichen 
2% .*.&nPı ---2n und die unendliche Gruppe aller hom. B.-T. 
in 2(a+1) Veränderlichen %, ...Yn-+1Q1---Q@»-+ı lassen sich holo- 
edrisch isomorph aufeinander beziehen durch ein eindeutig um- 
kehrbares Entsprechen (II. 142). Auch hier ordnen wir die G, 
nach Typen, doch fassen wir hier den Begriff des Typus all- 
gemeiner. Wir rechnen zu demselben Typus von hom. B--T. 
alle, die miteinander ähnlich sind vermöge einer hom. B.-T.,, 
wir verlangen aber nicht, daß alle Gruppen eines Typus die- 
selbe Anzahl von Veränderlichen haben (II. 215). Für die An- 
zahl der Veränderlichen gibt es eine untere Grenze, die Ver- 
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treter unserer Typen werden wir so zu bestimmen suchen, daß 
sie möglichst wenig Veränderliche besitzen. Lie hat nun ge- 
zeigt, daß die Kenntnis aller hom. Gleichungssysteme, die bei 
der zur adjungierten dualistischen Gruppe (II. 328) invariant 
bleiben, genügt, um für jeden Typus von G, von hom. B--T. 
einen Vertreter in möglichst wenigen Veränderlichen aufzustellen. 
Diese allgemeine Methode (II. 339, 246) wollen wir auf einen 
Fall anwenden, nämlich den, wo das Gleichungssystem aus gar 
keinen Gleichungen besteht, sondern sich auf O0=0 reduziert. 

Wie es seit Poisson üblich ist, bezeichnen wir den Aus- 
druck zweier Funktionen U(x, p) V(xp) 


mit (UV), ferner benutzen wir das von Lie eingeführte Symbol 


(U. 235) |UV| für 
asus: 
oUcV 
D>’walı AK“ are: 
ik 


U und V sind als Funktionen der e zu betrachten, die de 
seits wieder von &, ...&%n, Pı -::2„ abhängen, ferner ist 
8 
le = arrle .. - ds. 
1 


Im folgenden verstehen wir unter e,...e; die von uns ge- 
suchten charakteristischen Funktionen, &,...&, Pı --- Pn sind 
die Veränderlichen der gesuchten G, von hom. B.-T. Da in 
dem Fall, den wir jetzt durchführen wollen, zwischen e,...& 
keine Beziehungen bestehen, so suchen wir eine achtgliedrige 
hom. Funktionengruppe (I. 180) zu bestimmen. Dies geschieht, 
indem wir zunächst eine kanonische Form (1.198) P,... Pa, 
X,...X, (m+q=8) der Funktionengruppe aufstellen. Die P 
sind dann homogene Funktionen erster, die X solche nullter 
Ordnung von e,...e,. Lösen wir dann die acht Gleichungen 
nach e,...e, auf, so haben wir die gesuchte hom. Funktionen- 
gruppe und zugleich, wenigstens in unserem Falle, die acht 
charakteristischen Funktionen einer G, von hom. B.-T. 

Gegeben sind uns vermöge der Zusammensetzung die 
28 Funktionen o;;, und zwar ist 


BR 1.1. 


Oi, =, = — eh, RO, tl, en Dt, 
ut, Te ir Dt ii, Mt), 
Oum— 6, 00, Ol, 2 +, Me, 
Te It, . ee 
u, rt, = — 6, 
eh 7 tt 2% 
0,0. 


Da nicht alle o,, verschwinden, setzen wir P,=e,. Zu dieser 
hom. Funktion erster Ordnung suchen wir eine hom. Funktion 
nullter Ordnung X,, derart, daß |P,X,|=1. Dieser Ausdruck 
ergibt eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung für X,. 
X,=e,:e, ist eine partikuläre Lösung, die allen Anforderungen 
entspricht. Nunmehr bilden wir das zweigliedrige vollständige 
System (P,f)=I9, (X,f)=0. Dasselbe besitzt gerade sechs 
untereinander und von P, und X, unabhängige Lösungen. Diese 
wollen wir bestimmen. Unser System ist äquivalent dem folgenden, 


&Do + E& Pa — Mm — 9, = O0 
(1) | 2. Pa 3.P3 44 1. ’ 
of 


Pt %P — (2a + &)P— 9 = 0, 
wo wir der Einfachheit wegen p; = 2 gesetzt haben. Sieben 
unabhängige Lösungen der ersten Differentialgleichung von (1) sind 
1, nen ee ir ir 
Diese Lösungen nun führen wir in das System (1) ein und erhalten 
(1) +9 —- Bea +E)P — 4m —0. 
Sechs voneinander und, wie man sofort sieht, auch von P, und X, 
unabhängige Lösungen von (1’) sind 
== — 6%, 
9 taertrs)Seaeats) tan MAR: 
een Patente): Pa: 
Diese sechs Funktionen der e bilden eine sechsgliedrige Funk- 
tionengruppe; wir bilden |p;Y:| = 0%: 
= — (Pr PstPsPs)) app Pr Pr, OP Pr Pa, 0, 
Ou=—(PrtPıPps) O0, u —=— PP, My—Pr, 
= — Py OP, 0,=—1, 
= Ps; O—=— Ps, 
| 9295. 
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Jetzt wiederholt sich alles für die sechsgliedrige Funktionen- 
gruppe Da nicht alle o;s verschwinden, dürfen wir setzen 
P,=9,=e,, dazu suchen wir wieder eine Funktion nullter 
Ordnung, so daß wieder P,X,|=1. Diese Anforderung wird 
erfüllt von X,—= 9,:93= &:€. Wir bilden wieder das zwei- 
gliedrige vollständige System (P,f)=0, (X,f)=0. Dasselbe 
ist äquivalent dem folgenden: 
(2) 2 Pp%+ ut PL— 9 —O, 

-9%G:t+ urPpG— 290. 
Lösungen der ersten Diffgl. von (2) sind 


= P2:9, PE = Pr, Pr PP P = Pr, 96 = Ps Ps- 
Durch Einführung der g' erhält (2) die Form 
(2') - 9GB tu tr% 29%). 
»=p—=P:9, np + pP = (PP + 9 P5): 93, 
= - iM Ir Bft p’—= pP + P5- 
Diese vier Lösungen von (2) bilden eine viergliedrige Funk- 
tionengruppe. Setzen wir |Y;,| = ;;, so wird 
br —d, u dı— Vo, ad — Yebı, 
Oo, = du Yo, Du ld — dzl,, up = UV’ — Ye. 


Für die viergliedrige Funktionengruppe wiederholt sich wieder 
dasselbe Die beiden Funktionen 


= 9,” ß Be %-Y%ı 
Er A 
sind solche, wie wir sie brauchen. Das zu beiden gehörige 
zweigliedrige vollständige System ist äquivalent dem folgenden 


(8) ne ws 2) 1,4 67 me %,) er (d; — %; v,) nl, 
(% -Yv)R + - dr + Ab b)r =. 
Wir integrieren die erste Diffgl. von (3) und erhalten 


= by, Y, = V;+ by Yo, % = Y%Ub;T YY,. 
Aus dem Bau der beiden Diffgl. von (3) ist sofort ersichtlich, 
daß %,' und %,' auch Lösungen der zweiten Diffgl., also über- 
haupt Lösungen von (3) sind. Damit haben wir sofort die 
zweigliedrige Funktionengruppe erhalten. Da der Ausdruck 


ED 


|®,'%,'| verschwindet, so haben wir eine zweigliedrige Funk- 
tionengruppe, die aus ausgezeichneten Funktionen besteht; %,' ist 
in den ursprünglichen Veränderlichen e von zweiter, %, von 
dritter Ordnung, wir setzen also 


PP=Ww=-er tag t+& ++ + 665, 
P’=%=—- 65465) +6) + ala t+ es) + 6) 
+ & (u — &&). 
Damit haben wir eine kanonische Form der gesuchten Funk- 
tionengruppe gefunden. Wir lösen diese Gleichungen nach den e; 


auf, ersetzen aber e; durch H,, X, und P,; durch &; und 9, 
dann finden wir 


H= m, BR=-uUm+t% “ sr Dee 
&,+1)P,° 
H, = — 2, (89, + %2P3) — &, 55 PB, a 
en | +1)p, + ap, |; 
Pı 
HA,= %M+ 2”, 2, H,=%9,, 
H;—= — % (8% 9 +4393)+ r an PB, + a . > |(0+ 1)p; -2,P |; 


H=P,, H;= Ps. 


Diese Methode liefert in allen Fällen einen Vertreter für jeden 
Typus, sie ist jedoch nicht gerade bequem zu nennen, und dazu 
haben die gefundenen Vertreter im allgemeinen keine einfache 
Form. Wir werden daher versuchen, die anderen Vertreter 
möglichst auf anderem Wege zu bestimmen, es wird dies sogar 
in allen Fällen gelingen. 


Sp 
Die invarianten Gleichungssysteme. 


Die hom. invarianten Gleichungssysteme der zur adjungierten 
dualistischen Gruppe können wir in unserem Falle auf besonders 
einfache Weise finden. Die adjungierte Gruppe der allgemeinen 
linearen hom. Gruppe in n» Veränderlichen läßt sich, wenn wir 
die n? inf. Tf. x,p, ,k=1...n zugrunde legen, in der folgen- 
den Form schreiben | 


n 
Euf= > (Eui Pur Sr Eru Piu) üyk=1:.::n 
1 


DT 
Die dazu dualistische Gruppe ist 


n 
Cuf= 2 >. (Eur Pui I Eu Pru) u, keller 
1 


Man sieht sofort, daß beide identisch sind, es ist Zu,f=— Euf. 
Wir haben es mit einer invarianten Untergruppe des Falles 
n=5 zu tun. Man überzeugt sich aber leicht, daß trotzdem 
die adjungierte Gruppe mit ihrer dualistischen zusammenfällt. 
Beide besitzen also dieselben Invarianten. Die Invarianten der 
adjungierten Gruppe können wir aber so finden. Xf= a2; Pı 
sei die allgemeine 'Tf. der allgemeinen linearen und homog. 
Gruppe, dann gehört zu jeder inf. Tf. eine Determinante 


D=|jan —eru) , k=1-..n. 


Diese Determinante ist, wie man sich schnell überzeugt, eine 
Invariante der adjungierten Gruppe für jeden Wert von u. Ver- 
mittelst dieser Determinante teilt man die inf. Tf. Xf in Typen 
ein. In seiner Dissertation (Straßburg 1887) hat Maurer ge- 
zeigt, daß zwei lineare Substitutionen dann und nur dann dem- 
selben Typus angehören, wenn ihre Determinanten D in den 
Elementarteilern (Weierstraß, Monatsberichte der Akademie 
der Wissenschaften in Berlin 1868, S. 321) übereinstimmen. 
Setzen wir für lineare Substitution lineare hom. inf. Tf., so gilt 
der Satz auch. Im Raum der adjungierten Gruppe aber stellen 
die einzelnen Typen von inf. Tf. die invarıanten Punktmannig- 
faltigkeiten dar. Wir können also mit Hilfe von D alle hom. 
invarianten Gleichungssysteme finden. 

Jetzt wollen wir uns mit unserem Spezialfall befassen. Eine 
invariante Untergruppe stellt sich im Raum der adjungierten 
Gruppe als eine invariante ebene Mannigfaltigkeit dar. Im R, 
der adjungierten Gruppe, die zu der allgemeinen linearen hom. 
Gruppe in drei Veränderlichen gehört, wird die allgemeine pro- 
jektive Gruppe der Ebene durch eine ebene M, abgebildet. Wie 
die Punkte der M, untereinander vertauscht werden, geben die 
verkürzten inf. Tf. der adjungierten Gruppe an. Diese aber sind, 
wie man beim Aufstellen der T£f. sofort sieht, äquivalent den 
inf. Tf. der adjungierten Gruppe, die zur allgemeinen projektiven 
Gruppe der Ebene gehört. Die Invarianten unserer adjungierten 
Gruppe sind also dieselben, die im AR, auf der M, liegen. Da- 
mit ist gezeigt, daß D auch die Invarianten der adjungierten 
Gruppe der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene liefert. 


WORTE 


Wir gehen aus von der hom. Form der allgemeinen projektiven 
Gruppe der Ebene 


%Pı — %3P33 %ıPas KıPs; WPı> WaPa — XsPs; Ps, W3Pı>, X Pr. 
Xf= Ze, X,f sei die allgemeine T#f. unserer Gruppe ‚ wo 
die X,f die inf. Tf. in der eben angeführten Reihenfolge sein 
sollen. Unsere Determinante lautet also 
eu, @, e5 
D=|e, &;— U, 6, 
) & — (&+& HU) 
Nach u entwickelt erhalten wir D=— uw®— Bu+(, wo 
B=e’+e&+&% + &&+ && + 66 
= - (lat &) tr) + tale ts) Ft ler 5). 
Mit Hilfe der Elementarteiler und der vielfachen Wurzeln 
erhalten wir folgende sechs verschiedene Typen. 
1. Es bestehen überhaupt keine Beziehungen. 
2. D hat drei verschiedene Wurzeln, der Quotient B?: 0? 


liefert dann die einzige mögliche hom. Invariante, daraus ergibt 
sich folgende hom. invariante Gleichung 


D’—-BÜ’=(0. 


ß und y sind ganz beliebige Zahlen, nur muß :p7 ==4:27 sein. 
3. Ist :y=4:27, so hat die Gleichung D=O eine 
Doppelwurzel, also lautet das hom. invariante Gleichungssystem 
für diesen Fall 
27 B°’—-40’—=(0. 

4. Fallen alle drei Wurzeln von D=(0 zusammen, ohne 
daß zwischen den Unterdeterminanten irgendwelche Beziehungen 
stattfinden, so erhalten wir das hom. invariante Gleichungssystem 

BC —V, 

5. Hat D=0 eine Doppelwurzel, und haben alle zwei- 
reihigen Unterdeterminanten, aber auch nur diese, einen Faktor 
gemein, so verhält sich, wenn wir mit CO; die zu e, adjungierten 
Unterdeterminanten in C bezeichnen, mit (, die von — (+6), 

Qeate):a: 3: —- 8):&:&:&:(6 26) 

= (0, — 05) : 04:07:03: (G,— 05) : 03: 03: 0: (O5 — O3). 


Nur drei von diesen 36 Gleichungen sind wirklich unabhängig. 


NO 


6. Verlangen wir schließlich, dad D=0 eine dreifache 
Wurzel besitze, und daß die zweireihigen Unterdeterminanten 
einen gemeinsamen Faktor haben, während dies nicht der Fall 
sein soll bei den einreihigen, so erhalten wir folgendes invariante 
Gleichungssystem 

Or = 0) k=1x. 9. 


Dieses Gleichungssystem ist viergliedrig. 


Würden wir jetzt weiter verlangen, daß eine dreifache 
Wurzel vorhanden ist, und daß sogar die einreihigen Unter- 
determinanten einen Teiler besitzen, so müßten alle e; verschwinden. 
Wir sind also sicher, daß obige sechs Fälle auch alle möglichen 
darstellen. 


8 3, 
Die Aufstellung der Typen. 


Wir wollen nun für jeden Typus von G, von hom. B.-T. 
die kleinste Anzahl der Veränderlichen bestimmen. Wir nehmen 
an, unser Gleichungssystem sei m-gliedrig, dann bilden die von 
uns zu suchenden acht charakteristischen Funktionen eine (8 — m)- 
gliedrige Funktionengruppe. Nun bestimmen wir die Anzahl x 
der ausgezeichneten Funktionen dieser (3 — m)-gliedrigen Funk- 
tionengruppe (II. 187, 191), dann ist S—m-+n die kleinste 
Anzahl von Veränderlichen des betreffenden Typus von G, von 
hom. B.-T. Für unsere sechs Typen ergeben sich so der Reihe 
nach die Zahlen 10, 8, 8, 6, 6, 4. 

Ehe wir zu unserer alten Methode zurückkehren, wollen 
wir untersuchen, ob einige der Typen von G, von hom. B.-T. 
reduzibel sind (II. 369). Wir haben zu diesem Zwecke nur 
nötig, die inf. Tf. unserer @, von Punkttransformationen aufzu- 
fassen als charakteristische Funktionen von G, von hom. B.-T. 
Es fragt sich, ob wir für jeden Typus von G, von hom. B.-T. 
einen Vertreter in der kleinsten Anzahl von Veränderlichen 
finden. Wir probieren der Reihe nach unsere Typen von P.-T. 
durch und sehen nach, was für Beziehungen zwischen den 
charakteristischen Funktionen statthaben, wir finden tatsächlich 
für jeden Typus einen Vertreter. Mit anderen Worten alle 
sechs Typen von G, von hom. B.-T. sind reduzibel. 


Typus 1 kann repräsentiert werden durch die dreimal er- 
weiterte allgemeine projektive Gruppe der Ebene (V.6). 


2 


Typus 2 hat seinen Vertreter in dem Typus (IV. 2) der 
P.-T. Die Parameter ß und y ersetzen wir besser durch 
(b?+b+ 1)? und b?(b + 1)*. 

Typus 3 ist auch in (IV.2) enthalten, wenn wirdb=— 4 
setzen. Die zweimal erweiterte allgemeine projektive Gruppe 
der Ebene ist aber ein viel charakteristischerer Vertreter dieses 
Typus. 

Typus 4 ist vertreten durch die einmal erweiterte allgemeine 
projektive Gruppe der Ebene (III. 1). 

Typus 5 von hom. B.-T. und Typus III. 2 von P.-T. gehören 
zusammen. | 

Typus 6 erhält man, wenn man die inf. Tf. der allgemeinen 
projektiven Gruppe der Ebene als charakteristische Funktionen 
auffaßt. 

Damit sind alle Typen erschöpft, doch erhält man im Falle 2, 
wie aus der Theorie der Doppelverhältnisse hervorgeht, für 

b, “ 1—b, ip 2anE und ze 
dieselbe invariante Gleichung, also auch denselben Typus von 
G, von hom. B.-T. 


Kapitel IH. 


Zusammenhang zwischen den Typen von Punkt- 
und Berührungstransformationen. 


Jede @, von P.-T. gehört einem Typus von G, von hom. 
B.-T. an. Es existiert also im R,_ı der zur adjungierten dua- 
listischen Gruppe eine inv. M, die wir für jeden Typus von G, 
von P.-T. immer angeben können. Jeden Typus von @, von 
P.-T. bestimmen wir mit Hilfe einer m-gliedrigen Untergruppe, 
die gewisse Bedingungen erfüllen mußte. An Stelle der Unter- 
gruppe durfte auch jede mit ihr gleichberechtigte treten. Alle 
gleichberechtigten Untergruppen zusammen bilden im R,_, der 
adjungierten Gruppe eine inv. Schar von ebenen M„-ı. Jedem 
Typus von G, von P.-T. ist somit im A,_ı der adjungierten 
Gruppe eine inv. Schar von ebenen M„_—ı zugeordnet. Es läßt 
sich nun zeigen, daß die inv. M im R,_ı der zur adjungierten 
dualistischen Gruppe und die inv. Schar im R,_, der adjungierten 
Gruppe zueinander dualistisch sind. 


EN UN. 

Wir wollen dies zuerst an einem Beispiel zeigen. Zu der 
allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene gehören im R, der 
adjungierten Gruppe folgende beiden Scharen von 00? ebenen M, 

= — (ar ty) +2lgRteY), = — (+ 65Y)+ YlezC + 6Y) 
und 

= ale — e&,)+a?(e,+be,)+tabe,, g=ab(e,+be,)—be,+ ae,. 
Durch dualistische Tf. gehen beide Scharen über in 

HW-m=I, W- (0, WHElmEC + UY) =0, 

u yw—0, w-y=0, WtYlMmE + UYy) = 0 
und 

„tran=0, wrabw=(0, w+alau, + bu,) =d, 

%— (a +bu)=0, w tab (lan, +bu,)=0, W+ au =. 
Durch Elimination von x, y und a,b ergibt sich beidemal 

U U — U = I, u (+) +0, ul t)+ 0, 

UU — U = 0, ul) +0, ul + U) Fr Uglg — O, 

Ul — ol, —= 0, U U — Us =), U U — UzU,—O. 
Dies ist tatsächlich die Mannigfaltigkeit ,=0 (k=1...9), 
die der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene im A, der 


zur adjungierten dualistischen Gruppe entspricht. 
Hat man eine transitive G,, 


< 0 
fd) ;, ar 
1 


seien die 7 inf. Tf., so lassen sich dann r —n inf. Tf. durch die 
anderen linear ausdrücken, so daß folgende (r—») Identitäten 
bestehen: 


Khf= > Prul®) Prkpngn k=1-. r—n. 
1 


Verstehen wir unter 3e,X,;f die allgemeine inf. Tf. unserer 
Gruppe, so wird die invariante Schar von ebenen M im R,_ı 
der adjungierten Gruppe dargestellt durch folgendes System von 
Gleichungen: 


22 


(1) >ieibr(a) = 0 By 
1 
Nun ist aber 


5n+3,3(2) E u Pru(%) Eu;(®). 


no 


Dies setzen wir in das System (1) ein, dann wird 
(2) i&;:(&) «+ heutapu |=0 kl. um. 
zo 


Da in unserem Fall |&,.|=0 &,k=1...n), so folgt aus (2) 


(3) e; + a ar 0 tel nen, 


Die durch das System (3) nn inv. Schar von ebanet M 
transformieren wir dualistisch und erhalten 


(4) Un+u = kUrQPuk u=1--:r—n. 
1 


Dieses System (4) muß, soll unsere Behauptung richtig sein, 


bei der Substitution 
U; =» &:: Pr imlnıeH 
1 


zur Identität werden; es wird 


1 1 


of 


Denken wir uns 9, durch 52, ersetzt, so erhalten wir in der 
h 


Tat die Identitäten 
Kt.f=? Puv Auf) u=1- ron. 
1 


Damit ist unser Satz bewiesen. 


Anmerkung. Alle Literaturangaben ohne Titel beziehen sich auf 
das dreibändige Werk von Lie. 


Thesen. 


. Der Raum ist nicht nur Anschauungsform. 


. Die Gleichheit von actio und reactio ist eine Definition, kein 


experimentelles Gesetz. 


. Das mathematische Interesse an dem Logikkalkul steht zurück 


hinter dem philosophischen. 
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